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Abstract 
This paper is concerned with the development of test cases for verification and validation of the extended finite element method in 

the framework of damage-tolerant approaches for cracked isotropic shell with elastic linear material.  These test cases are 

representative of problems encountered in the aerospace, automotive, petroleum and agriculture sectors. A numerical modeling of 

the bulging factor is conceived using pressurized isotropic shell including a longitudinal crack. Indeed, a crack that propagates in 

a thin plate or pressurized shell is characterized by a lateral displacement combined to a in-plane displacement. The bulging 

factor is identified as a ratio between the stress intensity factor KI in the shell curved configuration and KI for a flat configuration 

plate. 
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1. INTRODUCTION 

Actuellement, la plupart des approches numériques utilisées 

pour caractériser les tolérances à l’endommagement sont 

basées sur la méthode des éléments finis classique FEM [1-

15]. La méthode des éléments finis étendus XFEM couplée 

à la méthode des surfaces de niveau LSM permet de 

concevoir des maillages indépendants de la géométrie de la 

fissure sans recours aux stratégies de maillage et de 

remaillage [16] et [17] donc une réduction considérable du 

délai de maillage, étape souvent couteuse et sans valeur 

ajoutée. La propriété de partition de l’unité permet l’ajout de 

fonctions d’enrichissement dans la formulation en 

déplacement qui permettent de représenter les discontinuités 

et les singularités en pointes de fissures. On utilise des 

fonctions d’enrichissement de type saut ou Heaviside et des 

fonctions singulières qui décrivent la base de la solution 

analytique asymptotique de Weestergaard en pointe de 

fissure. En plus, la description topologique de ces 

discontinuités par des fonctions de niveau permet de faire 

évoluer celles-ci sur le maillage et donc d’étudier leur 

propagation, sans avoir à remailler. Cette formulation 

entraine l’ajout de degrés de libertés au problème en effet, 

l’enrichissement des fonctions de formes proposé s’appuie 

sur le champ de déplacement analytique au voisinage d’une 

fissure permettant ainsi de déterminer directement les 

facteurs d’intensité des contraintes FIC et par la suite 

estimer le facteur de gonflement BF. En effet, les variations 

de pressions dans une structure pressuriséeprovoquent la 

formation et amplification de fissures, ce qui peutmener à 

des situationsrisquées. Nous allons donc introduire 

successivement le facteur de gonflement BF pour les 

structures en coques pressurisées. Ensuite on présente le 

modèle de la rupture par la méthode XFEM couplée avec la 

méthode LSM pour enfin conclure en comparant les 

résultats obtenus par ces méthodes aux autres utilisées en 

littératures. 

 

 
Fig 1: Fissuration par phénomène de gonflement 

 

2. FACTEUR DE GONFLEMENT 

La Figure 1 montre la fissuration par phénomène de 

gonflement structural. Ainsi le facteur de gonflement est 

défini comme suit : 
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β =
Kcurved

Kflat
  (1) 

 

Kflate =
𝑝𝑅

ℎ
 π𝑎 (2) 

 

IL existe des formulations analytiques et empiriques 

exprimant ce facteur [9], [10] et [11]: 
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𝛽 =  1 + 0.671   
𝐸

𝜎ℎ
  

𝑎

𝑅
  

2 3 

  (4) 

 

𝛽 = 1 + 0.775  
𝐸

𝜎ℎ
 

1 3 

 
𝑎

𝑅
 

5 6 

  (5) 

 

3. MATÉRIEL ET METHODES 

Les  hypothèses retenues dans notre étude sont; le milieu est 

élastique linéaire et isotrope, le champ de déplacement 

global est obtenu par le principe de superposition d’un 

champ de déplacements continue fondé sur des fonctions de 

formes standard et d’un champ de déplacements discontinue 

(figure 2) à enrichir par la méthode de partition de l’unité tel 

que: 

 

𝒖𝒉 𝒙 ≃
 𝑁𝑖 𝒙 𝒖𝒊 +  𝑁ℎ 𝒙 ℎ 𝐻 𝒙 𝑖 𝒂𝒉 +
 𝑁𝑘 𝒙 𝑘 ( 𝐹𝛼 𝒙 𝒃𝒇

𝜶
𝛼=1..4 )  (6) 

 

Avec : 

 

𝐹𝛼 𝒙 =  𝑟 {sin
𝜃

2
, cos

𝜃

2
, sin

𝜃

2
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2
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𝐻 𝒙 =  
        1, 𝑠𝑖 Φ > 0

−1, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
 (8) 

 

La modélisationdes discontinuitésfixes, tels qu'une fissure, 

avecla méthodedes éléments finis classiquenécessitentque le 

maillagerespecte lesdiscontinuitésgéométriques.Par 

conséquent, le raffinement demaillageest nécessairedans le 

voisinagede lapointe de fissureafin de capturerde manière 

adéquateleschampsasymptotiquessinguliers en 1  𝑟  . 

 

Le problème de l’évolution de courbes dans l’espace 3D a 

été notamment traité par [17] et [18]. Les auteurs proposent 

l’utilisation d’un couple de fonctions de niveaux 

orthogonales dont l’intersection des iso-zéros définit la 

courbe étudiée. Ainsi pour localiser la géométrie de la 

fissure à enrichir, nous utiliserons le couple de fonctions de 

niveau orthogonales(Φ, ψ) dont les iso-zéros représentent 

respectivement le plan et le front de fissure illustrés en 

figure 6. 

 

𝒙 ∈ (𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑖𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒) ⇒  
Φ 𝒙 = 0
ψ 𝒙 ≤ 0

   (9) 

 

 
Fig 2: Enrichissement local des nœuds auteur de la 

géométrie de la fissure 

 

4. MODÉLE ÉLÉMENT FINI ÉTENDU 

Le modèle est intégré dans le code de calcul commercial 

ABAQUS. Les déplacements enrichis restituées par la 

méthode des éléments finis étendu XFEM et LSM sont 

utilisés pour le calcul du taux de restitution d’énergie par 

l’intégrale de Rice sur un ou plusieurs contours définis par 

des nœuds enrichis autour de la pointe de la fissure. La 

méthode utilisée est donc celle des intégrales de contours. 

Le calcul du facteur d’intensité de contraintes FIC repose ici 

sur la détermination de l’énergie nécessaire pour que la 

fissure puisse se propager. La formule d’Irwin permet de 

déduire le FIC et par la suite le facteur de gonflement BF. 

Les FIC sont définis à partir du taux de restitution d’énergie 

J .Une partie de l’énergie élastique, Jint est évaluée sur un 

contour 𝛤 entourant la fissure. 

 

𝐽𝑖𝑛𝑡 =  𝑊 𝑑𝑦
Γ

− 𝑻
𝜕𝒗

𝜕𝑥
 𝑑𝑠     (10) 

 

Où W est la densité de l’énergie élastique de déformation, T 

le vecteur contrainte en un point et v le vecteur déplacement 

au même point. 

 

Les FIC, dans les différents modes de sollicitation, sont 

reliés aux taux de restitution d’énergie par les relations : 

 

𝐽 =
1

8𝜋
𝑲𝑻𝑩−𝟏𝑲   (11) 

 

𝑲 = 4 𝜋 𝑩𝐽𝑖𝑛𝑡    (12) 

 

Avec B est la matrice des facteurs énergétiques, et : 

 

𝑲 =  

𝐾𝐼 0 0
0 𝐾𝐼𝐼 0
0 0 𝐾𝐼𝐼𝐼

    (13) 
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la matrice des FIC où les indices I, II et III désignent 

respectivement : le mode par ouverture, le mode de 

glissement de translation, et le mode de glissement de 

rotation. 

 

Dans ce qui suit, avec l’hypothèse des contraintes planes et 

en présence d’un matériau homogène et isotrope, on obtient 

: 

𝐽 = 𝐽𝐼 + 𝐽𝐼𝐼 + 𝐽𝐼𝐼𝐼   (14) 

 

Avec 
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𝐾𝐼

2

𝐸
, 𝐽𝐼𝐼 =

𝐾𝐼𝐼
2

𝐸
et𝐽𝐼𝐼𝐼 =

1+𝜐

𝐸
𝐾𝐼𝐼𝐼

2 (15) 

 

Le modèle est maillé par 9088 éléments finis de type 

C3D8R à 8 nœuds à intégration réduite utilisant un seul 

point au milieu, soit pour un total de 37584 nœud et 113184 

degrés de liberté.Une fonction de niveau indépendante du 

maillage sera déclarée ensuite afin de localiser la géométrie 

de la fissure. Le rayon d’enrichissement optimal est le triple 

de la longueur caractéristique des éléments considérés [19]. 

 

 
Fig 3: Maillage de la structure par des éléments finis 

hexaédriques C3D8R 

 

La géométrie illustrée dans la figure 4 est un quart de 

cylindre avec un rayon de R in et de longueur de fissure 

égale à 2a : 

 

 

 
Fig 4: Paramétrage de la structure 

 

Le matériau testé est l’aluminium 2024-T3 supposé de 

comportement élastique linéaire et isotrope admettant 

comme caractéristiques : Module de Young E = 72.3 Gpa , 

limite élastique de 345 Mpa et un coefficient de poisson v = 

0.33. 

 

5. RÉSULTATS ET DISCUSSION 

Le calcul a été validé en appliquant la procédure sur des 

éprouvettes pour lesquelles le FIC associé à un type de 

fissure donnée est connu soit de l’ordre de 1,2,4 et 6 in avec 

des pressions différentielles allant de 0 à 10 Psi . Les 

références fournissent des FIC calculés dans le domaine 

élastique. Pour cette raison, la vérification de la procédure 

du calcul numérique est restreinte aux contraintes élastiques 

[20]. Les résultats sont regroupés dans la figure 7, ils 

présentent un écart moyen de 2 %, on vérifie ainsi 

l’évaluation correcte des énergies et des intégral de contours 

par la méthode de discrétisation décrite précédemment. On 

peut en conclure que pour cet exemple le programme est 

valide. 

 

 
Fig 5: Champs de contraintes équivalentes de Von Mises 
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Fig 6: Localisation des endroits enrichis par des Levels 

Sets Phi et Psi 

 

 
R = 80 in et a = 4 in 

 

 
R = 80 in et a = 6 in 

 

 
R = 80 in et a = 1 in 

 

 
R = 80 in et a = 2 in 

 

Fig 7: Récapitulatif des facteurs de gonflement 
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6. CONCLUSION 

Le but de cet article est de fournir une méthode alternative 

sans demander au maillage d’être conforme à la géométrie 

de la fissure. En plus, L’enrichissement analytique proposé 

montre que l’application de la méthode XFEM couplée à la 

méthode LSM donne des résultats prometteurs en termes de 

détermination du facteur d’intensité de contraintes par les 

intégrales de contour et par la suite du facteur de gonflement 

de la fissure. 
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